Chapitre 29

Sous-espaces affines
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I SOUS-ESPACES AFFINES

1) Définition

Soit u € E, la translation de vecteur u est'application! - : E — E définie par > (V') = & + 7 . Lensemble
de ces applications est noté I, et il est facile de vérifier que (9, o) est un groupe abélien, c’est un sous-groupe

du groupe des permutations de E.

Si v, w sont deux vecteurs de E, alors il existe un unique vecteur U € E tel que t;(?) = w. Cette

propriété tres simple, suggere un autre point de vue pour les éléments de E : la notion de points.

La propriété précédente peut alors s’énoncer sous la forme suivante : si A et B sont deux points de E, alors

il existe un unique vecteur u tel que B = t; (A). Ce vecteur U estnoté : AB, on remarquera que :
~ AB =B-A,etA+AB =B,
~ AB =0 < A=B,
- BA =-AB,
- AC =AB +BC.

1. nonlinéairesi 7 #0 .
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Hyperplans affines Chapitre 29 : Sous-espaces affines

fg Définition 29.1
Un sous - espace affine de E est I'image d’un s.e.v. de E par une translation. Soit V' une partie deE, 7
est un s.e.a. de E si et seulement si il existe un s.e.vV et un vecteur U tel que ¥V = t-> <V >, si c’est
le cas, V est appelé direction du s.e.a. V (ce que I'on écrira : (¥,V)), et on pose dim(¥) = dim(V). On
remarquera qu'un s.e.v. est un s.e.a. de direction lui-méme.

2) Propriétés

— Si7 estun s.e.a. de direction V, alors V est unique (mais pas le vecteur de la translation), de plus 7 est
un s.e.v. si et seulement si 7 contient le vecteur nul.

- Si(¥V)estuns.ea. alorsVAEV, ¥V ={A+u / uw €V}, etV = {E / B € 7}, on remarquera que
VBEE,Be¥ < AB €V.

- Si (7,V) et (77”,V') sont deux s.e.a. de E, et si ¥ N7’ n'est pas vide, alors ¥ N7’ est un s.e.a de direction
vnV'. .

- Soient (¥,V) et (#',V') sont deux s.e.a. de E, soient Ae ¥ et A' e V', alors V NnV' # < AA' e V+V'.
On remarquera que la condition est nécessairement remplie lorsque E=V + V',

*Exercice 29.1 FEtudier les s.e.a. deE lorsque dim(E) = 3.

3) Repéres cartésiens

g Définition 29.2

Un repére cartésien Z = (0, ey ,...,e, ) de E, est la donnée d’'un point O de E (appelé origine du
repére), et d'une base % = (e7 ,...,e, ) de E. Pour tout point M de E, on appelle coordonnées de M
dans le repeére %, les coordonnées du vecteur OM dans la base . On remarquera qu’il s’agit des
coordonnées de M — O dans la base 2.

Propriété : si A et B ont pour coordonnées respectives (u1,..., Uy) et (vy,..., v,) dans le repere &, alors les
coordonnées du vecteur AB dansla base %8 sont (vy—uy, ..., Vs —Uy). Il suffit pour cela d’écrire AB = OB —OA..

Il HYPERPLANS AFFINES

1) Equation

Equation(s) cartésienne(s) d'un hyperplan affine : Soit Z = (0, %8) un repére de E, avec dim(E) = n, soit
(#,H) un hyperplan affine de E, soit a; x; + -+ + ax,; = 0 une équation de H dans la base 98 (un des a;
au moins est non nul), soit A(uy,..., u,) € #. Un point M de coordonnées (x,..., x,) appartient a / si et
seulement si AM € H, ce qui revient a dire que a; (x; — u1) +--- + an(x, — u,) = 0, on obtient une équation
cartésienne de / de la forme a;x; +--- + ayx, = b.

Exercice 29.2 Montrer que la réciproque est vraie, c’est a dire que les points de coordonnées (xy, ..., x,) vérifiant une
équation du type ayx1 + -+ + apx, = b avec au moins un des coefficients a; non nul, forment un hyperplan affine de
direction I'hyperplan vectoriel d’équation cartésienne ayx; + -+ apx, = 0.

2) Hyperplans affines dans un euclidien

On se place dans un repeére £ = (0, *5) orthonormal (ce qui signifie que B est un b.o.n. de E).

Equation cartésienne et produit scalaire
Soit # un hyperplan affine de direction H, on sait que # admet une équation cartésienne de la forme
a1 X1 + -+ 0, X, = ¢ ol les a; sont non tous nuls, soit n(ay, ..., o), et soit A(ay, - -+, a,) un point de A, alors :
M(x1,...,Xp) EA < a1 X1+ +0UpXp=C
= X1+ ApXy =014+ +apa, (car A€ A)

—= ai(x1—a)+---+aylxp—ap) =

— (nlm)=0

On dit que # est 'hyperplan affine passant par A et normal au vecteur 7.
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Equations linéaires Chapitre 29 : Sous-espaces affines

Nos S

-@'A retenir
Les coordonnées d'un vecteur normal a / se lisent directement sur une équation cartésienne de /.
La direction de ’hyperplan affine est H = {x € E / (n|x) = 0} = Vect (n]t.

Distance d’un point a un hyperplan affine

M
Soit # un hyperplan affine, M € E, P son projeté orthogonal sur A
et soit A € 7, alors AM? = AP? + PM?, par conséquent la distance AM
est minimale lorsque A = P auquel on a AM = PM, cette distance est
appelée distance de M a 7 et notée : n
d(M, ) = PM. P A

Calcul de dM, #4)
Soit 77 un vecteur normal a # et A un point de 7 ona AM = AP +PM or AP L7, dou AM -7 =
PM -7 = +PM|7/ || (vecteurs colinéaires) et donc :

|AM 7 |
d(M, #) = PM =
17l

Si A est donné par une équation cartésienne a;x; + - -+ + , X, = ¢ dans un repere orthonormal, alors on
peut prendre n(ay,...,a,) et on a AM =X —a) + -+ (X — ap) =01 X] + -+ QX — Cc car A € H,
par conséquenton a:

AM, 7) = oy X1+ +a,x, —cl

2 2
of -+ af

Il EQUATIONS LINEAIRES

1) Définition

ngéﬁnition 29.3

Une équation linéaire est une équation du type : u(x) = b avec u € £ (E,F),beF et x € E (inconnue).
L'équation u(x) = O est appelée équation homogene associée.

sisExemples :
2x -y =1
— Tout systeme linéaire est une équation linéaire, par exemple, le systemes x + 2y = 3 ,peut
3x + 5y = -1

se mettre sous la forme u(X) = b avec u: R*> — R3 définie par u(x,y) = 2x—-y,x+2y,3x+5y), avec
=(1,3,-1) e R3 et X = (x, y) € R?, il est facile de vérifier que u € £ (R? R3).
— Une équation différentielle linéaire est une équation linéaire, par exemple I’équation différentielle
y'+y = 1 peut se mettre sous la forme u(y) = b avec u: €' (R,R) — €°(R,R) définie par u(y) = y'+y (u
est linéaire), et b € 6° (R, R) la fonction constante 1.

2) Structure des solutions

@Théoréme 29.1 (structure des solutions d’'une équation linéaire)
Soit ue £ (E,F) et soit b € F, I'équation linéaire u(x) = b avec x € E a des solutions si et seulement si
b eIm(u). Si c’est le cas, et si xy € E désigne une solution particuliere (i.e. u(xp) = b), alors 'ensemble
de toutes les solutions estS = {y + xo / y € ker(u)} = xo + ker(u). C’est donc un sous-espace affine de
direction ker(u).
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Preuve : 1l est clair qu’il y a des solutions si et seulement si b € Im(u). Si on a u(xy) = b, alors 'équation u(x) = b
équivaut a u(x) = u(xp), ou encore a u(x — xo) = O (u est linéaire), ce qui équivaut encore a 3 y e ker(u), x = y+ xp. U

sisExemples :
— Le systéme linéaire équivaut a (méthode de Gauss?) :

-y + 2x =1 -y + 2x =1
5 = 5Ly Lx+2L) <— x =1
13x = 4 (L3« L3+5Ly) 0 = -9(@I3<—L3—-13Ly)

La derniere équation montre que ce systeme n’a pas de solution (i.e. b ¢ Im(u)).

— Pour I'équation différentielle, il y a une solution particuliere : yy : £ — 1. L'équation homogene associée
est '+ y = 0 dont les solutions sont les fonctions y = A¢ ot ¢: ¢ — e~ !. Lensemble des solutions est
doncS ={1+APp|AeR}.

IV SOLUTION DES EXERCICES

Solution 29.1 Soit7 un s.e.a. deE de directionV et contenant un pointA :
- Sidim(V) =0, alorsV = {0g} et doncV = {A+ u|u eV} ={A}. Un s.e.a. de dimension 0 est réduit a un point.
— Sidim(V) =1, alorsV = U avecu # Og, etdoncV = {A+Au|\ € R}, cest la droite affine passant par A et de vecteur
directeur u.
- Sidim(V) =2, alorsV =u,v avec (u,v) libre, et donc¥ = {A+au+pv | o, P € R}, cest le plan affine passant par A
et de base (u, v).
— Sidim(V) =3, alorsV=E, etdoncV ={A+ulueE}=E.

Solution 29.2 Soit7 = {M(xy,...,x,) | a1 x1 + - + a,x, = b}, supposons le coefficient ay non nul, alors le pointA(yy, ..., ¥n)
avec (y1,...,yn) = (a—bl,O,...,O), estdans’V . D'autre part :

M(x1,..,X0) €V <= ayx1+-+apxp=ay1+---+anyn <= a(x1—y1)+--+apxp—yn) =0

SoitV U'hyperplan vectoriel d’équation ayx; + -+ anpx, =0, alorsM eV — AM € V, doncV est 'hyperplan affine
passant par A et de direction V.

2. Carl Friedrich (1777 - 1855) : mathématicien allemand de génie, sans doute 1'un des plus grands de tous les temps.
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